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‘ Exercice 1 ‘

1) La vraisemblance de (X7, ..., X,,) est :

L(zy,...,zn;0) = P[Xq=1x1,..,X, = x,]

c’est-a-dire ~
L(zy,...,xy;0) =p" (1 —p)™*

. —_ 1 n . _ 1 , . .
avec la notation standard = = = 3717, ;. Pusique p = 17, on en déduit :

1 9 nT
L ey T3 0) = —
(1, -1, 2ni 0) (1+0) <1+0>

Lorsqu’on étudie

OLnL (xy,...,2,;0) -n _1+60 1
>
a0 R T

on obtient § < 7. Puisque la vraisemblance est maximale pour § = T et que ce maximum est un
maximum global unique, on déduit

~ — 12
HN[V:X:;ZXz’

=1

2) On a
E [QA MV} = F[X;] =6 donc O,v est un estimateur non biaisé de 0
~ X 11—p1 0(1+46
var [QMV} = var [ X] B (1+9)
n n p p n

Puisque 0,1 est un estimateur non biaisé de 6 et que lim var [9 MV} = 0, )7y converge en moyenne
n—oo

quadratique vers 6.

3) On a
O?InL (1, ..., 2,;0) n _—(1+20)
2 = 7 +NT———
00 (1+0) 62 (0 +1)
Donc
O?InL (Xy,..., X, 0) n —(1+20) n
5 = 5 +nb 5 = —
06 (1+0) 0%2(0+1) 0(1+0)

1



On en déduit que la borne de Rao-Cramer pour un estimateur non biaisé de 6 est :

0(1+0)

n

BRC (6) =

= var [é\]VIV:|

0 wrv est donce estimateur efficace de 6.
4) D’apres la théoreme de la limite centrale, on

X—-0
T= 0(1+6) njoo N (O’ 1)

n

Donc, pour n “grand”, on peut approcher la loi de X par la loi normale N/ ((9, ﬂlnﬁl). Dans les
tables de la loi normale, on lit

P[|T| < 1.96] = 0.95
Donc
2 0 (1+0)

n

P l(Y —6)" < (1.96) ] —0.95

On en déduit que I’équation du second degré qui permet de déterminer I'intervalle de confiance pour
0 est

_ 0(1+6
(X —6)" = (1.96)° 61+9)
n
c’est-a-dire ) )
0?2 (—(1'96) - 1) +0 (—(1'96) + 27) ~X'=0
n n

‘ Exercice 2 ‘

,ona:

=

D’apres la loi de Bayes, puisque P [0 = (i, )] =

D — i27r102 exp _ﬁ {xQ + yQ}
00 —
f(z,y)
1 1
42702 exp T 202

_— {
7
{

 imE P e
Por = (,9)

_ 15007 ©XP — 5,2 {(m — 1)+ 92}
o= f(z.y)

avec




~ 2
2) L’estimateur qui minimise £ [(9 — 0) } est défini par :

g]V[MSE = E[9|Z]

(0N, (0, (L (1

= 0 Poo 1 Po1 0 P1o 1 P11
P1o + P11
Po1 + P11

L’estimateur n’est pas adapté au probleme posé car 6 ¢ {0,1}.

3) On a
R Poo = Po1
Orrap = (0,0) si ¢ poo > pio
Poo = P11
c’est-a-dire
0 0
2 < 2
d= (e, 0 <d- |4, 1
~ . 2 0 2 1
Ormap = (0,0) si d= |0, 0 <d |0, 0
0 1
2 < 2
d= (e, 0 <d- |4, 1

ott d(A, B) est la distance euclidienne entre les points A et B. On voit alors que Oy4p = (0,0)
correspond au quart de plan x < 0.5 et y < 0.5. De méme

Opap = (1,0) siz>05ety<05
Opap = (0,1) siz<05ety>05
Orap = (1,1) siz>05ety>05

Cette regle de décision revient a décider que 6 est le point le plus proche de (z,y) .
4) Lorsque p < 0.5, le bit “0” est moins probable que le bit “1” et donc on décide plus souvent
que “1” a été émis. Les décisions se font alors par rapport aux droites d’équations
x—05+(r2ln( ) <O5ety—05+(r2ln( ) < 0.5.

‘ Exercice 3 ‘

1) Des calculs classiques permettent d’obtenir la regle de décision suivante :

Sio; > 0o, rejet de Hysi T'=Y X7 > S,

i=1

Sio; < 09, rejet de Hysi T :Z Xf < S,
i=1
La statistique du test est donc T' = T'(X7, ..., X,,) = Z X2, ’est-a-dire n fois le moment d’ordre 2
2

empirique des variables X;. Ceci semble naturel pulsque E[X? =0
HO et Hl-

varie sous les deux hypotheses



2) Le risque de premiere espece est :

a = Prejeter Hy| Hy vraie]
P[T > 8,0 = 0y)

1 Se
09 09

0200]

On sait que %T suit une loi du chi2 a n degrés de liberté sous I’hypothese Hy, donc
0
Sa . 241
a=o,(—| ie Sy =05P," (a)
00
Pour oy =1 et n = 60, on obtient S, ~ 88.38. Le risque ( peut alors se calculer comme suit :

B = P|rejeter Hy| Hy vraie]
= P[T < S,|0=0]
= 1—-P[T > S,|0=04]

Sa
- 1-®, (==
(%)

Les tables de la loi du chi2 permettent d’obtenir g € [0.05,0.1].
3) Les courbes COR sont définies par

g

PD = 1—ﬁ:q>n<5—§>
1
02
PD = &, (—%@;1 ()
g
1

g, N . . .
c’est-a-dire une fonction croissante de

q
O N

On voit donc que PD est une fonction décroissante de =3 ,

2
24, ce qui est normal.
0
4) Le théoreme de la limite centrale nous permet d’approcher, pour n “grand”, la loi de
n
T(Xy,...,X,,) =3 X? par une loi normale N (nE [X?],nVar[X7]). Mais
i=1

E[X}] = o
2
var [Xﬂ — E [Xﬂ _E [Xlﬂ _ 35t _ gt — 9,1
Donc, on peut approcher la loi de T' par une loi normale N (no? n20%). En posant ¥ (u) =
22
I \/%e’de, on en déduit :

a = Plrejeter Hy| Hy vraie]
2

>
V2no? V2no?
_ Sy — noj
V2no}

4

_ P[T—na2 S, — no

O':O'O‘|



don S, = U~ (a) v2nof + nof et

Pour n = 100, on obtient

g

P [rejeter Hi| Hy vraie]
P[T <S5,|0=o0]
1—P[T > S, 0 =04]

|, So — not
V2no?

f~891073



