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‘ Exercice 1|

Dans la fabrication en grande série, on réalise I'expérience suivante : on préleve au hasard
des pieces que I'on controle et on note le nombre de pieces bonnes tirées jusqu’a 'obtention de la
premiere piece défectueuse qui est une variable aléatoire X de loi géométrique de parametre p :

P X=z]=p(1—-p)° zeN

Pour une telle loi géométrique, on montre que E [X]| = % et Var[X] = %. On désire estimer le
parametre 6 = % a partir de n observations de la variable X notées x1,...,x,. On suppose que
(21, ..., T,) est issu d’un échantillon (X7, ..., X,,) de méme loi que X.

1) Ecrire la vraisemblance de (X1,..., X,,) au point (z1,...,z,) en fonction de 6. En déduire
I’estimateur du maximum de vraisemblance §MV du parametre 6 (on prendra soin d’étudier les
variations de la vraisemblance en fonction de 6).

2) L’estimateur ) My est-il un estimateur sans biais et convergent de 6 7

3) L’estimateur 0, mv est-il Pestimateur efficace du parametre 6 7

4) On désire construire a partir de 9, mv un intervalle de confiance pour le parametre 6 avec un
coefficient de confiance 1 — a = 0.95. Quelle est la loi asymptotique de I’estimateur ng 7?7 En
déduire une équation du second degré vérifiée par 6 permettant de déterminer les bornes 6; et 6y

de lintervalle de confiance pour € (on ne cherchera pas a résoudre cette équation).

‘ Exercice 2|

Deux informations binaires §; € {0, 1} avec i = 1,2 sont transmises vers un récepteur a travers
un canal de transmission. Ces informations sont perturbées par un bruit supposé Gaussien centré
de variance o2 noté e; ~ N(0,02). Le message requ s’écrit alors z = (x,y) avec © = 0; + e; et
y = 0y + ey, ou les erreurs e; et ey sont supposées indépendantes (et de méme loi). Le probleme
consiste a retrouver le vecteur § = (01,60,) a partir des observations z et y, i.e. a partir de z.
On suppose qu’on dispose d’une information a priori sur les bits “0” et “1” qui se traduit par
P#;=0=P#;=1)=1.

1) Déterminer les probabilitiés poy = P [0 = (0,0)| 2] ,p11 = P[0 = (1,1)| 2], pnn = P[0 = (0,1)] 2]
et pio = P [ = (1,0)] 2].
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2) Déterminer l'estimateur de 6 noté 075 qui minimise E {(0 — 0) } . Cet estimateur est-il

adapté au probleme posé ?

3) Déterminer 'estimateur du maximum a Posteriori du parametre § = (6, 6;) noté /Q\M AP
Représenter dans le plan (z,y) les domaines correspondant §M ap = (0,0), 0 wmap = (0,1) ,éM Ap =
(1,0) et Oriap = (1,1). Commenter la regle de décision obtenue.

4) Comment les résultats de la question 3) se modifient-ils lorsque P (§; =0) =p < 1/2 7



‘ Exercice 3 |

On dispose de n observations 1, ..., T, issues d'un échantillon (X7, ..., X;,) de loi normale N (0, 0?).

1) Déterminer suivant les valeurs de o2 et de o7, la statistique T' (X1, ..., X,,) et la région critique
du test de Neyman-Pearson associé au probleme suivant :

Ca2 2
{Ho.a—(ro

H,:0?= o}

Commenter la forme de la statistique de test. Dans la suite de ce probleme, on supposera
o1 > 0y.

2) Déterminer la valeur du risque de seconde espece 3 lorsque o = 0.01,02 = 1,07 =2 > 0 et
n = 60.

3) Déterminer les courbes COR (caractéristiques opérationnelles du récepteur) associées au

probleme précédent. On posera
“+o0o

Oy, () = fo(u) du
X

ot f,,(u) est la densité d'une loi du x? et on notera ®,'(x) son inverse. Comment la puissance
du test de Neyman Pearson dépend-elle de oy et de o7 7 Représenter la forme approximative des
courbes COR pour différentes valeurs de ces parametres.

4) Quelle est la loi asymptotique de la statistique T (X7, ..., X,,) sous les deux hypotheéses Hy
et H, 7 En utilisant cette loi asymptotique, déterminer la valeur du risque de seconde espece 3
lorsque @ = 0.01,0% = 1,02 =2 > 0 et n = 100.



