INF ENSEEIHET 3

Examen Lundi 24 Novembre 2003

Exercice 1

On considere ’équation diftérentielle suivante

Of(x,t)  Of(x,t) _ 4
— + o t>0,2>0 (1)

1) La transformée de Laplace de 1’équation (1) & x fixé s’écrit

elpF () — F,0)] + T B g3 o)

ot u(t) est I’échelon de Heaviside. En prenant en compte la condition initiale f(z,0) = 0, on obtient

prF(z,p) + —ng’p) = % x>0 (2)
2.1) L’équation sans second membre s’écrit
F(z,p) + L) P
o F(z — = — " = —px
P P dx F(z,p) P

2

& WlF(ep) = -p5 +KD)

ou K (p) est une constante (qui dépend du parametre fixé p). On en conclut

)

Fi(z,p) = C(p)e P>

2.2) On remplace Fy(z,p) = Ao(p) + A1(p)x + Az(p)x? dans (2) et on obtient

3

pz [Ao(p) + Ai1(p)z + As(p)z?] + Ai(p) + 2As(p)z = %

d’on apres identification
1 2
A1(p) =0, As(p) = -5 et Aofp) = ==

On en conclut

Fy(z,p) = B2

La forme générale des solutions de (??) est donc

F(z,p) = C(p)e?T + P22

P




2.3) En prenant la transformée de Laplace de la condition limite f(0,¢) = 0 (qui est valable V¢ > 0),
on obtient

F(0,p) =0

C() - = =0 =[Cw = 2]

p

d’ou

ce qui donne la solution attendue.
2.4) Les tables des transformées de Laplace donnent

TL™! L%} = tu(t)

TL™! L%} = —tu(t)

donc

Par ailleurs,

Finalement

2.5)

e La seule singularité de F'(z,p) est p = 0 donc I’abscisse de convergence de F'(x,p) est z. = 0.

Le contour de Bromwich est donné dans le cours

e La formule d’inversion de la transformée de Laplace donne

1

flz, tu(t) = % F(z,p)eldp
D
1 2 2 pr?—2
= e P% pl
2im Jp [p3e TR }e i
1 2 _2? 1 22
= — —3€p(t 2 )dp—f- — b S eP'dp
2im Jpp 2im Jp p

Le second membre se calcule facilement

1 px? — 2 2 — 2

— —Septdp:res {p 5 ept]
2im Jp P [ p=0




Le développement de Laurent de ’”2—3_2
p

2_2 2 2 2
px3 et = x———3 1rpt+ 24
p p 2

ePt s’écrit

Le coefficient en % de ce développement est le résidu d’ou

2

xre — 2

res {p 2 ept} = 2%t — t?
p p:O

c’est-a-dire
1 px? — 2

2im Jp PP

ePldp =zt — 12, t>0
Il est important de noter que ce dernier résultat n’est valable que pour ¢ > 0 car dans le cas

contraire, on ne peut appliquer le 2°¢ lemme de Jordan sur le contour circulaire.

Pour calculer le premier membre, on pose

1 2

t)y=—— [ =ed

qui se calcule facilement pour ¢ > 0 :

d’ou

On retrouve donc le méme résultat qu’a la question (2.4).



Exercice 2

1) On a

—+oo

Xa(2) = Z (n+1)a"z™"

n=0

En dérivant les deux membres de 1’égalité

on obtient

d’ou

2) On a

+o0 T
anﬂz—l—x lz| <1
n=0

" 1
n=0
1
Xa(2) = ——== |2l >|d
(1 —az1)
-1
= Z —(n+1)a"z"
B
= Z —(n+1)a"z"
too 2
= Z (p+1) (a_lz)p+ (changement, de variables p = — (n + 2))
p=0
182 1
- (CL lz) (1 . a,1g)2 |Z| < |CL|
1
= 7(1 e |z| < |a|

On voit donc que les TZ des signaux z,(n) et y,(n) ont des expressions analytiques identiques.
Cependant, elles different par leur région de convergence.
3) La fonction de transfertm H(z) se décompose comme suit :

Donc

1
H(z) =
( ) (1 . bzfl)2 (1 — CLZ71)2
_ b L ¢ 1
b—a(l—bz1)*  a—b(l-az!)*
b 1 1 a -1 !
h(n) = h— CLTZ |:(1 _ bz_1)2:| T a — bTZ {m]

Les trois cas proposés different par le domaine de convergence de H(z). Ce domaine impose la

forme de h(n).



e Cas 1) la région de convergence de H(z) est |z| < a

h(n) = % [ (4 )bl — 1))+~ [~ (0 + 1) a"u(—n 1)
= (n+1) bn+a:zn+ u(—n —1)

e Cas 2) la région de convergence de H(z) est a < |z| <b

hn) = % [~ (n 4 1) Vu(n — D] + — [(n + a"u(n)]
— e+ a™u(n) +abi+blu(—n —1)

e Cas 3) la région de convergence de H(z) est |z| > b

M) = b [(n 4+ D u()] + — [0+ a"u(n)]
= (n+ 1)%%71)

Exercice 3

1) La fonction f¢ admet deux péles simples provenant du dénominateur de f et une
infinité de poles simples| 2=k ke’ ‘ dus au dénominateur de .
2) Les résidus se calculent simplement comme suit

resf (ia) = ¢ (ia)resf (ia) = p (ia) Q])D/((Z@C;))
B 2im iae (i)
- eir(ia) _ pg—in(ia) ;g
B ime %

resfo (—ia) = ¢ (—ia)resf (—ia) = ¢ (ia) CI;’((—Z;ZL))
B 2im —iae'(~')0
- eim(—ia) _ g—im(—ia) —2ia
B imed?
T eam _ g-ar

resfp (k) = f(K)resp(h) = £ () 7o)
keik? s

k2 + a? 7 cos (k)
keik&

— o 1)

k2 + a2

5



3) Le théoreéme des résidus appliqué & la fonction f¢ sur le contour C,, (défini par |z| = n + 1)
s’écrit :

/C f(0)p(0)do = (2im) [resfgo (ia) +resfy (ia) + Z resfp (k:)] (3)

k=—n

4) On décompose l'intégrale [, f(6) ¢ (#)df comme suit

iz0 . iz0 .
2 2
/f(&)gp(&)d@ - / > T dz+/ A —
Ch of 2%+ a? e — ez o 22+ a? eimr — e~imz

n

Zeize eiﬂzziﬂ_ Zez'zé‘ 22'77671'7&
- 2 2 2 dz + 2 2 —5ims %
of 2+ a* e —1 or 22 tatl—e =

= L+

On a vu en cours que la fonction 62w—124 était bornée sur C;. De plus, on a un point z de C;I s’écrit
z = Re' avec ¢ € [0, 7], d’on

R
= R2 _ a2

(en effet |2% + a?| > |2%| — |a?| = R? — a* ) ce qui implique

z
22+G2

— 0

Ssu
p n—-+oo

C;{ z2+a2

D’apres le 2¢™¢ lemme de Jordan, la premiere intégrale I; tend vers 0 lorsque n — +oo si § +7 > 0,

c’est-a-dire

On fait de méme pour l'intégrale I, et on obtient

I, — 0sif—7<0,

n—-+400
¢’est-a-dire
0<m
Le domaine Dy recherché est donc
‘ Dé‘ = ]_7‘-7—‘_7‘-[ ‘
5) Lorsque 6 € Dy, en faisant tendre n vers +oc dans (3), on obtient :
+oo
0 = resfo(ia) + resfo (ia) + Z resfop (k)
k=—o0
i 6—(10 i 6(19 +00 keik@
- — Fa et Y s Y
e—am _ eam eaT _ p—am szook +a
¢’est-a-dire
in2sh (af) X ketkt — k:e*““e( )
= — (=
2sh (am) ~  k*+a
h (af <= Esin (k6
it (@0) o o ksin(k6)
sh (am) — k2 +a?



d’ou

7 sh (af)

SO)=-——+= 0 e]-
R N
6) Lorsque 6 ¢ D, on peut calculer S () = S5 (—1)" %ﬁjﬁ) en remarquant que cette fonction

est périodique de période 27r. Par exemple, pour 6 € |m, 37|, on a § — 7w € Dy et donc

_ msh(a(0—m))

S(@)—2W, 0 € |m, 3|



