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>> Exercice 1. (6 points) Soient o et § deux réels. On considere la matrice

1)

1.1. On considere la matrice A comme étant une matrice dans C, calculer
les valeurs propres et une base de vecteurs propres de A. En déduire que
l'on a

etA — eatR(IBt),
ou R(ft) est une matrice réelle d’une rotation que ’on déterminera.

1.2. On considére maintenant le probleme de Cauchy

U1 (t) = ayi(t) — Bya(?)
(IVP) S 9a(t) = Byi(t) + aya(t)
y(0) = (1,0).

Donner, en fonction de « et § la solution de (IV P).

1.3. Dans les différents cas suivants représenter graphiquement dans le plan
de phase (y1,y2) la courbe solution et les vecteurs tangents en t = 0 et /2,

a=0etf=1|a=1log2)/2m)et B=1|a=—1log(2)/(2n) et =1

cas (a) cas (b) cas (c)

> Exercice 2. (4 points) Soit yo > 0 on considere la fonction
y:Jto — 1/yo, +o0o[ — R

Yo
(t,yo) +—— y(t,yo) =

(t—to)yo + 1’
et le systeme de Cauchy suivant
y(t) = —y*(t)
VAS =
ol
2.1. Vérifier que y(t,yo) est la solution de (IV P) et calculer
9y

t
8yo( 2 Y0)-
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2.2. Donner ’équation variationnelle que doit vérifier
Ay
- Yo
32/0( )

et vérifier que la dérivée partielle calculée a la question est bien solution
de ce systeme variationnelle.

Exercice 3. (8 points) On considere la méthode & un pas suivante

y1 = Yo+h(ap(to, yo)+Be(tot+h/2, yo+(h/2)e(to, yo))+ye(to+h, yot+he(to, vo)))-

3.1. Montrer que c’est un schéma de Runge-Kutta. On donnera le nombre
d’étages et le tableau de Butcher

c| A
b

TABLE 1 — Tableaw de Butcher.

3.2. On donne les tableaux de Butcher pour les schémas d’Euler, du point
milieu et des trapezes.

0 0| 0
0| 1/2]1/2 11 0
|1 0 1 [1/2 1/2
Euler point milieu trapeze

TABLE 2 — Schémas de Runge-Kutta classiques.

Pour quelles valeurs du triplet (a, 3,7) retrouve-t-on
— la méthode d’Euler;

— la méthode du point milieu ;

— la méthode des trapezes.

3.3. Quelles relations doivent satisfaire le triplet («, 8, 7) pour que la méthode
soit

— consistante;;

— d’ordre > 1;

— d’ordre > 2.

On effectuera les calculs dans le cas ou y(t) € R.

3.4. On considére maintenant dans R le probleme de Cauchy
y(t) = y(t)
1vPpP
V) { y(to) = yo.

Donner y; en fonction de yg et de h. En déduire que cette méthode ne peut
étre d’ordre 3.



EDO Examen — EDO

Exercice 4. (3 points) Le but de cet exercice est de démontrer que toute
méthode de Runge-Kutta explicite est stable. On suppose que la fonction
©(t,y) est lipschitzienne par rapport a la variable y de constante L et on
note le schéma de la facon suivante

21 =1%o
29 = yo + has1p(to, 20)

s—1

Zs =yo+h Z asjo(to + cjh, z5)
j=1

y1 =10+ h®(to, yo, h) = yo + 1 Y _ bip(to + ¢;h, z;).
j=1

4.1. On suppose que les z; sont obtenues de fagon identique & partir de yg
et on pose a = max;(}_; [a;;]). Montrer que l'on a pour tout i =1,...,s

Iz = Zl < (1 + (@Lh) + -+ (aLh)"™)[lyo — Fol -

4.2. Montrer que ®(t,y, h) est lipchitzienne par rapport a la variable y de
constante

A= Li 1b;|(1 + (aLh) + -+ + (aLh)"™ ).
=1

4.3. En déduire que toute méthode de Runge-Kutta explicite est stable.
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> Exercice 1. (6 points) A\; = o — i3 et Ay = a + i sont les valeurs propres
de A.

1.1. — Si 8 =0 alors A = al et toute base de C? est une base de vecteurs
propres.
— Sinon on peut prendre respectivement

(1) = ()
v =1|.) et vp = -
) —1i
On peut donc écrire
-1
3 (1 1\ (A 0\ /(1 1
A=PAP _(z’ —1i 0 X/ \i —i '
; -1
A oAt (1 1Y [elomiBe 0 11
cr=penk _<i —i 0 ettt ) i —i

ot 1 ( it Te zt,B) efitﬁ o eitﬁ
=e€ 9\ et _ o—itB i(e—it,@_'_eitﬁ)

()

1.2. On considere maintenant le probleme de Cauchy

Donc

U1(t) = oy (t) — Bya(?)
(IVP)q 92(t) = Byi(t) + aya(t)
y(0) = ( 0).

On a y(t) = Ay(t). Par suite la solution est

y(t) = eyo.

s = ()

Ce qui donne ici
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1.3.

a=0et =1 a=1log(2)/2m)et =1 « = —log(2)/(2m) et =1

cas (a) cas (b) cas (c)

>> Exercice 2. (4 points)

2.1.
dyo " T (= to)yo +1)2
2.2.
VAR Y(t) = % £yt 9o)Y (1) = =2y(t, yo)Y () = =250 ¥ ()
( ) e
o)=1=1

Jy

G (to,y0) = 1

8yo( 0, %0)
t
T A e W P

dtayo » Yo ((t—to)y0+1)3 Y\, Yo 8@/0 » Yo

>> Exercice 3. (8 points) On considére la méthode & un pas suivante

y1 = yo+h(ap(to, yo)+B8¢(to+h/2, yo+(h/2)e(to, Yo))+re(to+h, yo+he(to, vo)))-

3.1.

k1 = ¢(to, vo)

ky = o(to +h/2,y0 + (h/2)k1)
ks = @(to + h,yo + hk1)

Y1 = yo + h(aky + Bk + vk3)

Le tableau de Butcher associé est donc (cf. table .

3.2. —a=1,8=0et vy=0 pour la méthode d’Euler.
—a=0,8=1et y=0 pour la méthode du point milieu.
—a=1/2,=0ety=1/2 pour la méthode des trapezes.
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0] o0
1/2]1/2 0
111 00
la B 4

TABLE 1 — Tableaw de Butcher.

3.3. — Pour la consistance. Il faut ®(¢,y,0) = ¢(t,y)<=a+F+v=1.
— Pour que l'ordre soit > 1. On a
y(to + h) = yo + hij(to) + O(h?)
= yo + heo(to, yo) + O(h?)
y1 = yo + h®(to,yo, h)
= yo + h(ap(to, yo) + Be(to, yo) + ¢ (to, yo) + O(h))
= yo + h(a+ B +7)e(to, yo) + O(h?).

Par suite 'ordre sera > 1 si et seulement si a4+ 8+ v = 1.
— Pour que l'ordre soit > 2.

y(to + h) = yo + hy(to) + (h*/2)ij(to) + O(h?)
= yo + he(to, o) + (A /2) (@t (to, yo) + @y (to, yo)e(to, v0)) + O(h?)
Y1 = yo + h®(to, Yo, h)
= yo + h(ap(to, yo) + Ble(to. yo) + (h/2)(wi(to, yo) + ¢y (to, yo)¢(to. vo)))
+ (o (to, yo) + h(ei(to, o) + @y (to, yo)e(to, o)) + O(h?))
= yo + k(o + B+ )e(to, yo) + (h*/2)(B + 27) (e (to, wo) + @y (to, yo)e(to, yo)) + O(R?).

Par suite 'ordre sera > 2 si et seulement sia+ 5 +~v=1et 842y =1.

3.4. On considére maintenant dans R le probleme de Cauchy

0 = ()
o {

y1=yo(1+ (a+ B+7)h+ (B+27)(h*/2)).
Mais la solution exacte est
y(to + h) = yoel = yo(1 4+ h + h%/2 4+ K3 /6 + O(hY))
Le schéma ne peut donc étre d’ordre > 3.

>> Exercice 4. (3 points) Le but de cet exercice est de démontrer que toute
méthode de Runge-Kutta explicite est stable. On suppose que la fonction
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©(t,y) est lipschitzienne par rapport a la variable y de constante L et on
note le schéma de la facon suivante

Z1 =1%o
29 = yo + haa1(to, 20)

s—1

Zs =yo+h Z asjo(to + cjh, z5)
j=1

y1 =10+ h®(to, yo, h) = yo + 1 Y _ biep(to + ¢;h, 2;).
j=1

4.1. On suppose que les z; sont obtenues de facon identique & partir de g
et on pose a = maxi(zj la;j|). Montrer que 'on a pour tout ¢ =1,...,s
l2i = Zil| < (1+ (aLh) + - + (aLh)")||yo — Gol|-

Effectuons un raisonnement par récurrence. La propriété est vraie pour ¢ = 1
car ||z1 — Z1|| = ||yo — Yol||- Supposons la vraie pour i et montrons la pour
1+ 1.

7
ll2i41 = Ziall < llyo = Boll + 2 Y _ lais| LIz — Z|
j=1

1
<llyo—7Toll +h Y Jai; | L(max|2; — %)
= :

< Hyo - gOH(l + haL(l 4+ (aLh)i—l))
<|lyo — ol|(1 + aLh + - - - + (aLh)")).

4.2. Montrer que ®(t,y, h) est lipchitzienne par rapport a la variable y de
constante

A= Li b:|(1 + (aLh) + - - + (aLh)"™ ).
=1

On a

12(¢, 50, h) — (8,50, )| < Y [bs| LIz — Z|
=1

S
< LY |bil(1+ (aLh) + -+ (aLh)™)llyo — Goll-
i=1
4.3. En déduire que toute méthode de Runge-Kutta explicite est stable.
11 suffit d’appliquer le théoreme (IV.9) du cours.



