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EXAMEN EN E.V.N

Tous les exercices sont indépendants. Le baréme prévisionnel est indiqué pour chaque
exercice. Seul document autorisé : une feuille de notes de cours recto-verso.
Rendre sur deux copies séparées les exercices 1, 2 d’une part et 3 d’autre part.

Exercice 1 (7 points)

2 1- Soit (E,d) un espace métrique dans lequel toutes les boules fermées sont compactes. (E,d)
est-il un espace complet ? Démonstration exigée.

_i 2-Soit (E, d) un espace métrique compact. (£, d) est-il un espace complet ? Démonstration exigée..

3- On se propose de démontrer le théoreme de TYCHONOFF dans le cas particulier ou

~ (E,dg),(F,dp) sont deux espaces métriques et (G, dg) est I'espace métrique produit, a savoir :

G=ExF
{et ' L
(-V((‘T‘lvyl)v(ﬂ:%y?)) & GZ) dG((:Bluyl)) (372,?]2)) = “Mram(d‘E(ml}$2)7dp(y11y2))

(nota : la distance dg définit sur G la topologie produit des deux topologies métriques de E et F).
Démontrer :

((E,dg) et (F,dp) compacts) = ((G, dg) compact)

4- Soit (E(# 0), O;),¢; une famille quelconque d’espaces topologiques, démontrer :

((H E.l,®(i)i> compact) = (Vi e I) : (E;, ©;) compact)

€] €]

Exercice 2 (7 points)
Soit (E, ©) un espace topologique compact. On note F' = (C°(E,R), ||.||.,). ot :
LA fSwp U@ s
arem) il {5
(e m):Nfl £ {5
Soient alors :
X = (';L:H)HEN & BN
a = ((.',H)HGN € lgi ] {b s (bn)neN c RN/ Z |b,] < oo}

1=0
On considére 'application :

wex: F—R
{ f wek @a,:\'(f) g Z a'nf(:rn)

n=0

5 1- Démontrer que : ¢, x € F* = L(F,R).
& 2- Démontrer que : p.y € F = L(FR).
_+ 3— Donner un majorant de |||@.,x]|||-
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Exercice 3 (7 points)

Soient :

* (X,d) un espace métrique ;

« (B,||.|l) un espace vectoriel normé ;- \
«u €]0,1] C R

On note : C(X, B} 2 {f € BX/(3e; 2 0)(¥(z,y) € X2): | /(=) = Sl < esdlz,9)"}-
(nota : de telles fonctiéns sont dites p-Holderiennes)

1- Montrer que : C(X, E) est un sous-espace vectoriel de CO(X, E).

2— Soit ¢« € X. Montrer que :

L CX,E)—R |
(e @i
o= 1 flla = If @)l + P d(z,y)"
T F#Y

est une norme sur C(X, E).
3— Montrer que : (Vb€ X\{a}) : |l et |||, sont équivalentes.

4- On suppose que (E,||.||) est un espace de Banach. Montrer alors que : WX ), II-]l,) est
aussi un espace de Banach.
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